
分数�
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�
�を小数で表すと　　
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�
 ��������13

小数点以下で，�������の���個の数字の並びが繰り返される。

　　　　　　�� �･���

であるから，小数第����位の数字は��������の���番目の数字で���である。
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������  �･ �� ��･ �� ��･ �� ��･ �� ��･ �� ��･ ��  ��14
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余り���　���を���で割り，商を���で割る割り算を繰り返すと

　右のようになる。

　出てきた余りを逆に並べて　　
� ��

�������
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���　��進数�
� ��

������ �を����進法で表すと

　　　　　　
� ��
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余り
　���を���で割り，商を���で割る割り算を繰り返すと

　右のようになる。

　出てきた余りを逆に並べて　　
� ��

����

整数�D，E�をそれぞれ����進法で表すと16

　　　　　D �･ �� ��･ �� ��･ �� ��･ ��  ��

　　　　　E �･ �� ��･ �� ��･ ��  ��
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余り

よって　　D�E ����� ��

���を���で割り，商を���で割る割り算を繰り返すと

右のようになる。

出てきた余りを逆に並べて　　
� ��
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□�に入る数を�[�とすると，各位の数の和は１

　　　　　　　����[�� [��

[���が���の倍数であればよい。

これを満たす���から���までの数�[�は　　[ �，�，�

よって，□�に入る数は　　�，�，�

���　(���Q �が自然数になるのは，���Q�がある自然数の���乗になるとき，すなわち，２

　���Q�を素因数分解したときの指数がすべて偶数になるときである。

　����を素因数分解すると　　��� �� ･�･�

　よって，求める最小の自然数�Q�は　　Q �･� ��

���　)
��

Q
�が自然数になるのは，

��

Q
�がある自然数の���乗になるとき，すなわち，

��

Q

　を素因数分解したときの指数がすべて偶数になるときである。

　���を素因数分解すると　　�� �� ･�･�

　よって，求める最小の自然数�Q�は　　Q �･� ��

���，�����を素因数分解すると　　��� �� ･ �� ･�，������ �� ･ �� ･ ��３

よって，����との最小公倍数が������である自然数は

　　　　　 D� ･ E� ･ �� 　　�D �，�，�，�；E  �，�，�

で表される。

したがって，求める自然数の個数は　　�� �� �� ��  �����個�

����と�����の最大公約数を求めればよい。４

���，����を素因数分解すると

　　　　　　　��� �� ･ �� ･�

　　　　　　　��� �･ �� ･�

これらの最大公約数は　　�･� ��

よって，求める�D�の値は　��

すべての整数は，整数�N�を用いて��N，�N��，�N���のいずれかの形に表される。５

>�@　Q �N�のとき

　　　　　　Q�
�Q ��  �N�

�
� �N ���  ���

�N ��N

>�@　Q �N���のとき

　　　　　　Q�
�Q ��  ��N �� �

�
� ��N � ���  ��N �� ��

�N ��N ��

　　　　　　　　　　 ���N �� ��
�N ��N ��

>�@　Q �N���のとき

　　　　　　Q�
�Q ��  ��N �� �

�
� ��N � ���  ��N �� ��

�N ���N ��

　　　　　　　　　　 ���N �� ��
�N ��N ��

よって，いずれの場合も�Q�
�Q �� �は���の倍数である。



　　　　������ ���，������� ����，������� ����６

よって，���，����，�����の最大公約数が，求める自然数である。

���，����，�����を素因数分解すると

　　　　　��� �� ･��

　　　　　���� �･�･�･��

　　　　　���� �� ･�･�･��

これらの最大公約数は　　�･�� ���

よって，求める自然数は　　���

���　　　　　　　��[���\ �　……�①７

　[ �，\ ��は，①�の整数解の���つである。

　よって　　　　��･����･� �　　　　�……�②

　①－②�から　������[ �� ����\ ��  �　……�③

　���と����は互いに素であるから，③�より

　　　　　　　　[�� ��N，\�� ��N　�N�は整数�

　したがって，①�のすべての整数解は

　　　　　　　　[ ��N��，\ ��N��　�N�は整数�

���　　　　　　　��[���\ �　……�①

　[ ��，\ ���は，��[���\ ��の整数解の���つである。

　よって　　　　��･� �� ���･�� �

　両辺に���を掛けると　　��･� �� ���･�� �　�……�②

　①－②�から　　���[ �� ����\ ���  �　……�③

　���と����は互いに素であるから，③�より

　　　　　　　　[�� ��N，\��� ���N　�N�は整数�

　したがって，①�のすべての整数解は

　　　　　　　　[ ��N��，\ ���N���　�N�は整数�

自然数�Q�は整数�[，\�を用いて，次のように表される。８

　　　　　　　Q �[��，Q �\��

よって　　　　�[�� �\��

すなわち　　　�[��\ ��　……�①

[ �，\ ��は，①�の整数解の���つである。

よって　　　　�･���･� ��　……�②

①�②�から　�����[ �� ���\ ��  �　……�③

��と���は互いに素であるから，③�を満たす整数�[�は

　　　　　　　[�� �N　すなわち　[ �N��　�N�は整数�

と表される。

よって　　　　Q �[�� ���N �� �� ��N���

したがって，Q�を����で割ったときの余りは　��
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余り
���　��進数�

� ��
����� �を����進法で表すと

　　　
� ��

�����  �･ �� ��･ �� ��･ �� ��･ �� ��･ ��

　　　　　　� ���

　����を���で割り，商を���で割る割り算を繰り返すと，

　右のようになる。
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　出てきた余りを逆に並べて　　
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���　�������に���を掛け，小数部分に���を掛けること

　を繰り返すと，右のようになる。

　出てきた数の整数部分を順に並べて

　　　　　　　
� ��

������

�� ����，�� ����から，正の約数が����個である自然数は10

　　　　　　 ��S 　または　 �S �T 　　�S，T�は異なる素数�

と表される。

>�@　 ��� !����であるから， ��S �で表される�����以下の自然数はない。

>�@　 �S �T �で表される�����以下の自然数は

　　　　　　 �� ･ ��  ���， �� ･ ��  ���， �� ･ ��  ���

したがって　　��個

���　等式を整理すると　　�[ �� �\ ��  ��11

　[，\�は整数であるから，[��，\���も整数である。

　よって　�[��，\ ��  ��， �� ，� ��，� ，��， �� �，� ��，�

　したがって　� [，\  ��， �� ，� �，� ，��， �� ，���， ��

���　等式の両辺に��[\�を掛けると

　　　　　　　�\��[ [\　すなわち　[\��[��\ �

　整理すると　�[ �� �\ ��  �

　[，\�は正の整数であるから，[��，\���は����以上の整数である。

　よって　　　�[��，\ ��  � �，� ，� �，� ，� �，�

　したがって　� [，\  � �，� ，� �，� ，� �，�



E，F�の最大公約数が����であるから，E，F�は12

　　　　　　E ��E �，F ��F �

と表される。ただし，E �，F ��は互いに素である自然数で，E ��F ��である。

このとき，E，F�の最小公倍数は���E �F ��と表されるから

　　　　　　��E �F � ���

すなわち　　　E �F � ��

E �F � ��，E ��F ��を満たす互いに素である自然数�E �，F ��の組は

　　　　　　� E �，F �  � �，�� ，� �，�

よって　　　� E，F  � ��，��� ，� ��，���

>�@　E ���のとき

　D，E�の最小公倍数が���� �� ･ �� ･��であるから，D�は素因数���を���個，素因数���を���

　個もつ。このとき�D�E�を満たさない。

>�@　E ���のとき

　D，E�の最小公倍数が�����であり，D�は���を約数にもつ。

　よって，D�は素因数���を少なくとも���個，素因数���を���個もつ。

　このような�D�のうち，D�E �を満たすものは�D �･ ��  ��，D �� ･ ��  ���のみである。

以上より　　� D，E，F  � ��，��，��� ，� ��，��，���

���　N�は公約数であるから，D，D�E�は13

　　　　　　D NP，D�E NQ　�P，Q�は整数�

　と表される。

　D�E NQ �から　　E D�NQ NP�NQ N�P �Q

　P�Q �は整数であるから，N�は�E�の約数である。

���　D�と�D�E �の最大公約数を�N�とする。

　����より，N�は�E�の約数でもあるから，N�は�D�と�E�の正の公約数である。

　D�と�E�は互いに素であるから，D�と�E�の最大公約数は���であり，正の公約数は���だけで

　ある。

　よって　　N �

　したがって，D�と�D�E �は互いに素である。

���　すべての整数は，整数�N�を用いて，�N，�N��，�N��，�N��，�N���のいずれか14

　の形に表される。

　>�@　Q �N�のとき

　　　　　　 �Q �Q�� �
� �N ��N�� ���

�N �N ��

　>�@　Q �N���のとき

　　　　　　 �Q �Q�� �
� ��N � ���N �� �� ���

�N ��N ��

　>�@　Q �N���のとき

　　　　　　 �Q �Q�� �
� ��N � ���N �� �� ���

�N ��N �� ��

　>�@　Q �N���のとき

　　　　　　 �Q �Q�� �
� ��N � ���N �� �� ���

�N ��N �� ��

　>�@　Q �N���のとき

　　　　　　 �Q �Q�� �
� ��N � ���N �� �� ���

�N ��N �� ��



　よって，いずれの場合も� �Q �Q���は���の倍数でない。　　W

���　��Q ��  �Q �� ��Q �� �であるから

　　　　　　　Q�Q �� ��Q ��  Q�Q �� ��Q �� ��Q ���

　　　　　　　　　　　　　　 Q�Q �� �Q �� ��Q �� Q�Q ��

　Q�Q �� �Q �� ，�Q �� Q�Q �� �はともに連続する���つの整数の積であるから，��の

　倍数である。

　よって，Q�Q �� ��Q �� �は���の倍数である。

$�を�[�個，%�を�\�個買うとすると15

　　　　　　　　　　　���[����\ ����

この方程式を満たす負でない整数�[，\�を求める。

両辺を����で割ると　�　��[���\ ���　……�①

[ ��，\ ��は，��[���\ ��の整数解の���つである。

よって　　　　　　　　��･� �� ���･� �

両辺に�����を掛けて　　��･� ����� ���･��� ���　……�②

①－②�から　　　　　������[ ����� ����\ ����  �　……�③

���と����は互いに素であるから，③�より

　　　　　　　[����� ��N，\���� ���N　�N�は整数�

したがって，①�のすべての整数解は

　　　　　　　[ ��N�����，\ ���N����　�N�は整数�

ここで�[��，\���であるから，これを満たす�N�を求めると　　N ��

このとき　　[ ��･������� ��，\ ���･������ �

よって　　[ ��，\ �　　　　P　$�を����個，%�を���個

　　　　　　　��[���\ �　　��……�①16

[ �，\ ��は，①�の整数解の���つである。

よって　　　　��･����･� �　�……�②

①－②�から　������[ �� ����\ ��  �　�……�③

���と����は互いに素であるから，③�より

　　　　　　　[�� ��N，\�� ��N　�N�は整数�

したがって，①�のすべての整数解は

　　　　　　　[ ��N��，\ ��N��　�N�は整数�

��[���，��\����を満たすのは�N �，��のときであるから，求める整数解は

　　　　　　　� [，\  � �，� ，� ��，��

1 
� ��

DE ，1 
� ��

ED �と表されるとき，�D�E �E�D�である。17

ただし，D，E�は���か���である。

�D�E �E�D�から　　　�D �E　すなわち　D �E

これを満たす�D，E�は　　D �，E �

よって　　1 �･��� �


